m‘”@ Funcao Logaritmica — material teérico
Ywww.profrichard21.blogspot.com 1

Logaritmo (log): € uma forma diferente de expressar uma relagado exponencial entre niumeros.
Por exemplo, 23 = 8, pode ser escrito como log,8 = 3 (que se |é: “log de 8 na base 2 é igual a 3”),

as nomenclaturas sio:

8 € o logaritmando ou antilogaritmo;
2 é a base;
3 é o logaritmo.

Exemplos: calcule o valor de x em:
1)logs25 =x 2)log20,5=x 3)logex=5 4)log,16 =2 5)x=10ogs16

Condicao de existéncia: para que exista o logaritmo de log,a, devemos ter: a e b maiores que
zero e b diferente de 1.

b>0,b#¥1ea>0

Ou seja, a base de um logaritmo pode ser qualquer numero maior que zero, exceto o 1. E o
logaritmando deve ser positivo.

Justificativas: Se b =0, log,5 = 2 « 0% = 5 absurdo!
Seb=1,log,7 =5 < 15 = 7 absurdo!
Se b <0, log_3;4 =81 & —3* = 81 absurdo!
Sea=0,log;0 =4 < 3* =0 absurdo!
Sea<0,log_,16 =4 & —2* = 16 absurdo!

Consequencias da condicao de existéncia de logaritmos: a partir da definicdo de logaritmo,
podemos estabelecer as seguintes situagdes:

1) b9 N = N. Se o0 expoente de uma poténcia for um logaritmo, e o valor da base desse logaritmo
for igual ao da base da poténcia, entdo o resultado sera o préprio logaritmando.

Justificativa: Dica:
log, b= log, b
\&\ bo b
(-\ e,
Ioga b= loga b Podemos cortar ou cancelar, o valor da base da

poténcia com o logaritmo e sua base, e nos restara
apenas o logaritmando. Matematicamente, esse
cancelamento nao faz sentido algum. Isso
aloBab — p é apenas uma técnica que utilizamos para
lembrar que em casos como esse, o resultado é o
préprio logaritmando do logaritmo.

Il) Se log, N = log, P entdo N = P. Quando dois logaritmos com a mesma base s&o iguais, 0s
logaritmandos também serao iguais.

Exemplos: calcule os logaritmos.
1) loge1=x 2)logs5=x 3)logs3®=x 4)2093 =x 5)5958 = x  6)logz2(x-3) =log23

Resolucoes:
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1) x =0, pois logs1 = 0, logo 9¢ =1. 6) X = 6, pois:

log,(x —3) =log,3
2) x =1, pois logs5=1,logo 5=5

_ x—3=3
3) x = 5, pois log;3s = 5.
loge 3 _ - =
4)X=3,p0i3 205" = 3 x=3+3
logs 8 _
5) x = 8, pois 508" = 8 XxX=6

Sistema de logaritmos decimais: é o sistema de base 10, quando aparecer um logaritmo sem a
identificagdo da base, devemos entender como sendo base 10.

logi0x = logx
Ou seja: log,92 = log2  log,05 = log5 log,,7 = log7

Exemplos: calcule:

1) log1000 = x

2) log0,01

Obs.: podemos acrescentar o sinal de igual e o0 x, quando ndo aparecer no exercicio.

Exercicios da aula:
1) Calcule x:
a)logs25=x b)log1000 =x c)logz2=x d)log21/4=x e)logi28=x f)logz21 =x
g)log100,1=x h)logie3v3=x i)ogz81=x jlog232=x k)logs1 =x g5 = x
m)log,59 =X n)log2128 = x 0)Iogs27 = x p)logs125 =x q)log10 000 = x r)log1264 = x

2) Usando a defini¢ao, calcule:
a)log100,01  b)log20,5 c¢)log2v/8  d)logsV32  e)logis16  f)logs8/27  g)log20,25
h)logz7 i)loga1l j)log151/5

3) Determine o valor da base x nas seguintes igualdades:
a)logx8 =3 b)logx81=4 c)logxd =1 d)log36 =2 e)logxd=-2 f)logx16 =2
g)logx1/16 =2 h)logx25 =2 i)logx10 = 1

4) Calcule x nas igualdades:
a)log2x =5 b)3 =logsx c)log(x+1) =2 d)logx27 =3 e)-1=logsx f)logx =0

5) Obtenha os valores dos logaritmos:
a)logy110 =x b)log: G) =x C)logz8=x d) log,V16 =x e)log,8=x—75
3
f)log,32 =2x+1 @) logi27 =x+2
3

6) Resolva as seguintes equagoes:
a)logsx =4 Db)logiex = % c)logs(x—1)=1 d)log,4=2 e)log,4=72
f)log,27 =3 @) log,(2x* —=3x+2)=0
Respostas: 1)a)2 b)3 c)1 d)-2 e)-3 f)0 g)-1 h)-3/4 )4 j)-5 k)0 1)2 m)4 n)7 0)3

p)3 g4 -6 2)a)-2 b)-1 c)3/2 d)54 e)-2 H3 g)-2 h)1 )0 )T 3)a)2 b)3 c)5 d)6
e)1/2 A4 g)1/4 h)5 )10 4)a)32 b)64 ¢)99 d)3 e)1/3 A1 5)a)x=-1 b)x=2 c)x=6
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d)x=2/3 e)x=8 f)x=3/4 g)x=-5 6)a)x=81 b)x=4 c)x=4 d)x=2 pela condi¢do de
existéncia, -2 ndo e solugédo. e)x=1, pela condigédo de existéncia, -1 néo ¢é soluggo. f)x=3
g)x=1/2, pela condi¢ao de existéncia, 1 ndo é solugéo.

Cologaritmo (coloq): € 0 nome que se da ao oposto do logaritmo, isto é:
cologyx = —log,x

Exemplos: calcule:
1) colog,8 = —log,8 = =3 2) colog100 = —log100 = -2

Propriedades dos Logaritmos

As propriedades dos logaritmos sao propriedades operatérias que simplificam os calculos dos
logaritmos, principalmente quando as bases n&o sao iguais.

12 propriedade - Logaritmo do Produto: o logaritmo do produto de dois ou mais numeros
positivos € igual a soma dos logaritmos de cada um desses numeros..
log,(b-c) =log,b + log,c

Exemplos:
1) Calcule: log,(8-16) = log,8 + log,16 =3 +4 =7
2) Calcule: log2 + log5 = log(2-5) = log10 =1

2° propriedade - Logaritmo do Quociente: o logaritmo do quociente de dois numeros reais e
positivos € igual a diferenga entre os logaritmos desses numeros.
log,(b:c) =log,b — log,c

Exemplos:
1) Calcule: logz( ) =log,4 — log,32 =2—-5=-3

A
32
2) Calcule: log,1024 — log,64 = log, (*or) = log,16 = 4
3? propriedade - Logaritmo da Poténcia: o logaritmo de uma poténcia de base real e positiva €

igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da poténcia.
log,b™ =m-log,b

Exemplos:
1) Calcule: 1og100® = 3log100 =3 -2=6

2) Obtenha o valor de x em: 2/3 . logx27 =1 — 2/3 . log, 33 =1 — logx(33)§ =1—10g,32=1—>Xx
=0.

4?2 propriedade — Mudanca de base: para aplicar as propriedades anteriores € necessario que
todos os logaritmos da expressao estejam na mesma base. Neste caso é necessario transformar
todos para uma mesma base. A mudanca de base também é muito util quando precisamos usar
a calculadora para encontrar o valor de um logaritmo que esta em uma base diferente de 10
(calculadoras cientificas s6 resolvem log na base 10). fazendo a mudanca de base podemos
transformar um logaritmo em um quociente de logaritmos, para fazer essas transformacdes é
preciso obedecer algumas regras e propriedades operatérias como por exemplo, quando temos o
valor de log, N, mas queremos obter o valor de log, N, com a # b, usamos a relagao:

logpy N U “p 9
295 = (mudamos a base dada “a” para “b”)

log, N =

logpa’
Exemplos:

1) Mude a base do log de 7 para 5:
a) log,8 b) log,2

2) Mude a base dos log de 3 para 2:
a) logs8 b) log;?2
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3) Calcular log,8:
log,8 3

log,4 2

log,8 =

Exemplos envolvendo as 4 propriedades:
1) Usando a primeira propriedade, calcule: logs x + logs 2 = 2

2) Usando as propriedades dos logaritmos, calcule:
a)log2(8.16)  b)log2 +log5 c)log24/32 d)log2V/4 e)logs8 f)logs16

3) Simplificar log,5 - logs7 - log;2:
4) Resolver a equacgao log,gox + log10x = 3

5) Usando as propriedades, calcule x em:
b) log78 . logs7 . 10g25 c¢)logs2 . log25 . logs7 . log79

6) Usando as propriedades, calcule x em: 2/3 . logx27 + 2 . logx2 — logx3 = -1

Respostas: 1)25/2 2)a)7 b)1 ¢)-3 d)2/3 €)3/2 H4/3 3)1 4100 5)a)3 b)2 6)1/12

Logaritmo natural (neperiano): o sistema de logaritmos neperianos ou logaritmo natural, recebe
esse nome em homenagem ao seu criador John Nepper. A base desse logaritmo € o numero “e”,
um numero irracional, cujo valor & 2,71828...

Podemos escrever esse logaritmo como Log.R ou podemos omitir a base e, escrevendo InR.
Nesse caso, ja sabemos que se trata de um logaritmo neperiano de R, ou simplesmente, logaritmo

de R na base “e”. Ao representar um logaritmo natural ha o costume de escrever In(x) em vez de
log.(x).

In(x) = log.(x)
Ou seja: log,2 = In2  log,5 =In5 log,7 = In7

OBS.: As propriedades para In, sGo as mesmas dos loq.

Exemplos:

1) Resolva a equagéo e°* = 2, dado: In2 = 0,7.

Solugao:

e =2
Aplicando logaritmo natural nos dois lados da equagéo dada, temos:
Ine5* = In2
Usando a propriedade no lado esquerdo da equacao e substituindo In2, temos:
5xlne = 0,7
Trocando Ine por log.e temos:

5x-1=0,7
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Repare que Ine = log.e = 1. Calculando, temos:

07 7

5 0

I
I

X

2) Resolva a equagéo e°~3* = 10, dado: In10 = 2,3.

Solugao:
e5™3% =10 = In(e®>3¥) = In(10)

In(e5 3 =23=(5-3x).In(e)=23=>5-3x=23>

3 5 _53 2,7 27 9
= —_ = = = —_—= —
x P TrE3T30T 10
Exercicios da aula:
1) Dado: In2 = 0,7 e In10 = 2,3, resolva as equagdes:
a) 103% =2 b) 8 = e c) 1004 =g

113

Respostas: 1 )a)é b) \/% C)E
Func¢ao Logaritmica
Funcéo logaritmica: denomina-se funcao logaritmica de base a, a funcao f real dada por f(x) =

logax (com a =1, a>0e x>0). Com relacdo ao seu grafico, quando a > 1, temos uma funcdo
logaritmica crescente e quando 0 < a < 1, temos uma fungao logaritmica decrescente.

Sixi=log,x(0<a<l) Sixi=log,xta>1)

yAL

Observacgao: A funcao logaritmica é a inversa da exponencial.

Aplicacoes da Funcao Logaritmica

1) A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se destina a produgao de madeira,
evolui, desde que € plantada, segundo o modelo matematico h(t) = 1,5 + logs (t+1), com h(t) em
metros e t em anos. Se uma dessas arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m de altura,
o tempo (em anos) transcorrido do momento da plantagéo até o do corte foi de:

2) Uma das grandezas relacionadas ao som é a sua altura A, medida em decibéis (dB). A altura
de um som esta relacionada com a sua intensidade |, medida em watts por metro quadrado,
através da funcéo A(I) = 10 - log (Ii) sendo lo uma constante que vale 10712 % Sabe-se que a

0

intensidade sonora aproximada de um carro € 10~* % Portanto, pode-se afirmar que a altura do
som produzido pelo carro € igual a:
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3) A Escala Richter € uma funcdo logaritmica utilizada para medir a magnitude dos abalos
sismicos, ou seja, dos terremotos. A magnitude de um terremoto pode ser calculada pela equagéao
logaritmica M = log1o (A - f) + 3,30, onde M = Magnitude do terremoto na escala Richter; A =
Amplitude do movimento da onda registrada no sismografo. f = frequéncia da onda, em hertz.
Diante das informag¢des acima, suponhamos que um terremoto teve como amplitude 1000
micrometros e frequéncia igual a 0,1Hz. Qual a magnitude deste terremoto?

4) Muito utilizado na quimica, a escala de pH (sigla para potencial hidrogeniénico), fornece
medidas entre 0 a 14, substancias que apresentam pH abaixo de 7 sdo denominadas acidas,
enquanto que substancias com valores de pH acima de 7 sao alcalinas, o pH 7 é neutro. O pH é
o log negativo de base 10 da concentragdo molar de ions de hidrogénio (H*), ou seja:

pH = -log (H")
Sabendo que a concentragdo molar por litro do suco gastrico é 10 =" mol/l, qual é o seu pH?

5) (FUVEST) O quimico Soérensen definiu o pH (potencial hidrogenidnico) de uma solugdo do
seguinte modo pH = -log [H*], onde H* é a concentragao em ion—grama de hidrogénio por litro de
solucdo. Para o pH < 7 a solugcdo é acida, para pH = 7 a solugao é neutra e para pH > 7 e,
teoricamente menor que 14, a solugédo € basica. Numa amostra de leite de magnésia (que é
essencialmente uma suspensado de hidroxido de magnésio Mg(OH)2 em agua) obteve-se a
concentragéo hidrogenidonica H* = 3,3 . 10""". Determine o pH dessa amostra de leite de magnésia.
Dados: log 3,3 = 0,52 e pH = - log (H*).

6) O nimero A de associados de um clube, aumenta segundo a fungdo A =9-¢e%¢, onde t é o
tempo em anos apds a inauguracao do clube. A quantidade de associados atingira 9 mil pessoas
daqui a quantos anos? Dado: In10 = 2,3.

7) Uma cultura de bactérias cresce segundo a fungédo N(t) = C - e*¢, onde C e K sio constantes,
N é o numero de bactérias presentes na cultura, t € o tempo em horas e C é o valor inicial.

Utilizando os dados apresentados no grafico, determine o valor de K. Dado: Ln(1,5) = 0,4.
3600 T---r-==q===y==-p==-pe==Fe-sm=sq-==q--

2400 1---t=====t===

1800 T----=4---1- -4

1200 -

Nimero de Bactérias

600 1

B 1 2 3 84 5 § 7 8 5 1
Tempo (em horas)
8) A quantidade Q(t), em gramas, de uma substancia radiotiva, diminui segundo a fungao Q(t) =
Qo-e %07t onde, t € o tempo em horas e Qo é a quantidade inicial, em gramas. Determine o
tempo para que a quantidade inicial desta substancia seja reduzida pela metade. Dado: In2 = 0,7.
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Respostas: 1)8 2)80 3)5,3 graus 4)1 5)pH=10,48 6)69 anos 7)K=0,1 8)10 anos




    l o g 2 8 = 3


    l o g  x 16 = 2


    l o g  b a


    l o g 0 5 = 2 ↔  0 2 = 5


    l o g 1 7 = 5 ↔  1 5 = 7


    l o g  − 3 4 = 81 ↔   − 3 4 = 81


    l o g 3 0 = 4 ↔  3 4 = 0


    l o g  − 2 16 = 4 ↔   − 2 4 = 16


    b      l o g  b ⁡  N = N


      l o g  b ⁡  N =     l o g  b ⁡  P e n t ã o   N = P


   2    l o g 2 3 = x


   5    l o g 5 8 = x


    l o g 10 x = l o g x


    l o g 10 2 = l o g 2


    l o g 10 5 = l o g 5


    l o g 10 7 = l o g 7


  3  3


    l o g   5 5


      l o g   3 9


   8


   32


    l o g  0 , 1 10 = x


    l o g   1 3  (  1 9 ) = x


    l o g   2 8 = x


    l o g 4  16 3 = x


    l o g 2 8 = x − 5


    l o g 4 32 = 2 x + 1


    l o g   1 3 27 = x + 2


    l o g 3 x = 4


    l o g 16 x =  1 2


    l o g 3 ( x − 1 ) = 1


    l o g  x 4 = 2


    l o g  2 x 4 = 2


    l o g  x 27 = 3


    l o g  x ( 2   x 2 − 3 x + 2 ) = 0


    c o l o g  a x = −   l o g  a x


    c o l o g 2 8 = −   l o g 2 8 = − 3


  c o l o g 100 = − l o g 100 = − 2


    l o g  a  ( b ∙ c ) =   l o g  a b +   l o g  a c


    l o g 2  ( 8 ∙ 16 ) =   l o g 2 8 +   l o g 2 16 = 3 + 4 = 7


  l o g 2 + l o g 5 =  log ⁡   ( 2 ∙ 5 ) = l o g 10 = 1


    l o g  a  ( b : c ) =   l o g  a b −   l o g  a c


    l o g 2  (  4 32 ) =   l o g 2 4 −   l o g 2 32 = 2 − 5 = − 3


    l o g 2 1024 −   l o g 2 64 =   l o g 2  (  1024 64 ) =   l o g 2 16 = 4


    l o g  a   b  m = m ∙   l o g  a b


    l o g  x  3 3


    l o g  x     ( 3 3 )   2 3


    l o g  x  3 2


      l o g  b ⁡  N


      l o g  a ⁡  N


      l o g  a ⁡  N =       l o g  b ⁡  N      l o g  b ⁡  a


  a )     l o g 7 8


  b )     l o g 7 2


  a )     l o g 3 8


  b )     l o g 3 2


    l o g 4 8


    l o g 4 8 =     l o g 2 8    l o g 2 4 =  3 2


      l o g 5 ⁡  x +     l o g 5 ⁡ 2 = 2


   4 3


    l o g 2 5 ∙   l o g 5 7 ∙   l o g 7 2


    l o g 100 x +   l o g 10 x = 3


    L o g  e R


      l o g  e ⁡ ( x )


    l n ⁡ ( x ) =     l o g  e ⁡ ( x )


    l o g  e 2 = l n 2


    l o g  e 5 = l n 5


    l o g  e 7 = l n 7


    e  5 x = 2


  ≅


    e  5 x = 2


    l n e  5 x = l n 2


  5 x l n e ≅ 0 , 7


    l o g  e e


  5 x ∙ 1 ≅ 0 , 7


    𝒍 𝒐 𝒈  𝒆 𝒆 = 𝟏


  𝒙 ≅   0 , 7 5 ≅  7 50


    e  5 − 3 x = 10


  ≅


    e  5 − 3 x = 10 ⇒   l n ⁡ (   e  5 − 3 x ) =   l n ⁡ ( 10 )


    l n ⁡ (   e  5 − 3 x ) = 2 , 3 ⇒ ( 5 − 3 x ) .   l n ⁡ ( e ) = 2 , 3 ⇒ 5 − 3 x = 2 , 3 ⇒


  3 x = 5 − 2 , 3 ⇒ x =   2 , 7 3 =  27 30 =  9 10


  ≅


  ≅


   10  3 x = 2


  8 =   e    x 2


   10  ( x − 4 ) = 8


   7 69


    21 10


   113 23


  A  ( I ) = 10 ∙ l o g  (   I    I 0 )


   10  − 12   W    m 2


   10  − 4   W    m 2


  A = 9 ∙   e  0 , 1 t


  ≅


  N  ( t ) = C ∙   e  k ∙ t


  Q  ( t ) = Q o ∙   e  − 0 , 07 ∙ t


  ≅

